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1 Uvod 1

1 Uvod

K problematice kvadratury celistvych funkci, potazmo pak funkci exponen-
cidlniho typu, je dostupna fada ¢lankt (zejména [1], [2], [8], [10] a [11]).
Bohuzel, jejich obsah je pomérné strohy, prosty zevrubnéjsich dikazu a pri-
kladt. Tato prace si klade za cil zminénou problematiku sjednotit, detailnéji
popsat a priblizit tak méné zainteresovanému ¢tenari.

Do prace bohuzel nemohl byt zahrnut ¢lanek [11], nebof vétsina jeho
prament je nedostupna. Zaroven se nepodafilo kontaktovat profesora Q. I.
Rahmana, ktery by - jako autor ¢lanku - mohl poskytnout detailnéjsi infor-
mace.
celistvych funkci a jejich kvadraturu, zatimco funkcim exponencialniho typu
jsou vyhrazeny casti 2.4, 3 a 4.
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2 Periodické funkce a lichobézZnikové pravidlo

Vysledky této Casti jsou zaloZeny predevsim na [1] a [2].

Definice. Oznac¢me C5,(R) jako mnozinu vsSech spojitych 27-periodickych
funkci f : R — C. Pro funkce f € Cp(R) definujme n-bodové lichobé&z-
nikové pravidlo:

Ciwar =231 (B 4 iy (1)

Obréazek 1: Trojbodové lichobéznikové pravidlo

Na Obrazku 1 vidime lichobéznikové pravidlo pro pripad n = 3: cerna
kolecka ptredstavuji funkéni hodnoty [ f (%T”)}izl, teckované obdélniky od-
povidaji plochdm %’T - f (Q’rT”) Soucet ploch téchto obdélniku je stejny jako
plocha pod ¢ervenou ¢arou; kdyz ji (s periodickym prodlouzenim) posuneme
doprava o n/6, snadno nahlédneme, Ze jde opravdu o lichobézniky.

V této Casti prace se budeme zabyvat tim, jak se chové zbytek R,[f] pro

rizné typy funkeci.

2.1 Trigonometrické polynomy

Lemma 2.1.1. Necht 9} znaci prostor vsech trigonometrickych polynomai
stupné nejvyse k. Pak pro vSechna f € J, plati



2.1 Trigonometrické polynomy 3

R,[f] =0 pro vSechnan >k . (2)

Diikaz. Necht f(z) = Zf:o e k < n. Leva strana lichob&#nikového pravi-
dla je rovna 27; chceme ukazat, ze 27 = 223" | f (22£) | neboli

n

n k Iy
n= E E exp | 2me— | .
n
Pravou stranu mtzeme psat ve tvaru

v=1 [=0
k n I v [ n I v
Z (exp (27”5)) = Z (exp (27”5)) - 1] =
=0 v=1 0 Lv=0

= > wa(l)” - 1] :

=

?rHM?r

(=]

kde w,(l) := (%) Pro | = 1,...,n nabyva w,(l) vSech hodnot n-té
odmocniny komplexni jednotky.
Vzorec pro Castecny soucet geometrické rady dava

n—1
W) —1
v=0 wn( ) -
coz je 0; jmenovatel naopak nikdy roven nule neni, protoze [ < n a tedy

wn(l) # 1.

Vsimneme si, ze

2. [anm” - 1] =S el =1 = ks (1— 1) = 0;

=1 Lv=0

pro zbyvajici ¢len [ = 0 plati

Y wn(0)) =1=(n+1)x1-1=n,
v=0

coz je hledana cast pravé strany lichobéznikového pravidla. Il



2.1 Trigonometrické polynomy 4

Vlastnost (2) vSak prostor .7 necharakterizuje, nebot (2) plati i pro jiné
funkce, napfiklad v8echny f liché na intervalu [0, 27] (tj. f(x) = —f(2r—2)).
Dokonce je mozné ukazat (viz [21], [22] a [23]), Ze pro

n

kde u je Mobiova funkce!, plati R,[g] = 0 pro vSechna n € N, piestoZe
g + ¢ neni na intervalu [0, 27] lichd pro zddnou konstantu c.
Pro vyuziti zbytku lichobéznikového pravidla je tfeba uvazit posuny funkce

f:
faiz fx+h), heER,
jejichz zbytek R,[fn] lze odhadnout s vyuzitim Fejérovy véty.

Lemma 2.1.2 (Vlastnosti Fejérova jadra). Fejérovo jddro

Kn(x) = Dk(x) s
n+1 —
kde
1L
Di(x) == 3 Zk ¢
o

je Dirichletovo jdadro, md tyto vlastnosti:

k=—n

(ii) %/_:Kn(x) dr =1,

2

1 pron=1
!definice pievzataz [3]: u(n) := < (—1)* pokud n je soucin k navzajem riiznych prvocisel

0 jinak
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Diikaz.
(i): Z definice Dirichletova jadra je
n n 1 k
(n+1)K,(z)) = Y Di(x)= 5 Z el
k=0 k=0 * j=—k

(ii): Je

nebot pro nenulové k se integraly odpovidajici hodnotam +k odectou. Tedy

1 ™
— D,(x)dz =1

a proto i
1 7T
— K,(x)de=1.
7T/7r (x) dzx

(iii): Dle [14] je

1 [sin(z(n+1)/2))°
Kn() = n+1 ( sin(z/2) ) ’

tedy

1 1
0< K, (z) < .
S K@) S o GG

Vime, ze pro 0 < z < 7 je t/m < sin(t/2), takze

1 72

n4 122"

K,(x) <

Véta 2.1.3 (Fejér). Necht f € Cor(R). Pokud

1 2

fk) = = f)e ™ dt, ke 7,

:270
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pak

= gim, S (128 ) fger ®)

pro vsechna x € R.

Diikaz. Definujme nejprve

27
mulfa) = [ K= o) at,

kde K, (x) je n-té Fejérovo jadro. Ukazeme, Ze pro vSechna x € R je

lim o,(f,z) = f(x).

n—oo

Je

™

cMﬁ@:1A”ﬂma@—wa=§4”ﬂw4muwa;

vyuzijeme Lemmatu (2.1.2), vlastnosti (ii):

alfa) = 1@ = = [ sa-or@a-L ke a
1 2

= | Kl )+ fe 1)~ 26@) ar.

Vyraz v hranaté zavorce ozna¢me ®(x,t). Pro 0 < 0 < 7 mame

1 0 T
g =1l < 2 ([ el o as [Cewoigma) . o
0 5
Pro odhad prvniho integralu v (4) pouzijeme néasledujici:

[@(z, )] < [f(x+1) = f(@)[ +[f(z =) = f(2)],

tedy pro libovolné € > 0 mtizeme volit 0 < 0 < 7 tak, aby pro vSechna
t, 0 <t < 6 platilo
[@(z,y)| <

Do M
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Potom Ize odhadnout
1[0 1 ¢
— |P(x,t)|K,(t) dt < — —K,(t) dt
T 0 ™ 0 2
le [T 15
i K <
< 7T2/_7r n(t)dt<2,

nebot K, (t) > 0 pro vSechna ¢ € R. Pro odhad druhého integralu v (4)
vyuZzijme Lemmatu (2.1.2), vlastnosti (iii):

2

1 [T 1
—/|wawmAﬂw < Yot " at
e 5 T

(n+ 1)z2
21 [T fa )+ [ — 1)~ 2f ()]
< oo, : !
< T 2+l @)

(n+1)a2 §2

Tento ¢len jde pro n — oo k nule, tedy lim,, .., 0,(f,z) = f(x). Nakonec
pomoci Lemmatu (2.1.2), vlastnosti (i):

Kule)=5 2 <1_n—|—1)€ ’

k=—n

tedy

21
nfa) = = [ oK. —n a
1 o 1 |k| tk(x—t
= ;/o f(t)izn(l_n——H)ek( ) dt
_ - 1 o |k| ikx —ikt
= Z%/o f(t)(l—n—H>ekekdt

k=—n
- LW /2” ikt ik
— 1 _ . K3 t 1RT
k;n ( ni1)om ), f(t)e ™ dte
- B\ ik
— 1 _ 1RT
( n+1 f(k)e
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Lemma 2.1.4. Necht f € Cy(R). Pak pro vsechna h € R plati
Rn[fh] = lim —27 i 1— M ]E(jn)eijnh, (5)

Suma s hvézdickou znaci takovy soucet, ve kterém vynechame sc¢itanec
odpovidajici indexu rovnému 0. Déle standardné |z | zna¢i zaokrouhleni na
cela ¢isla dold.

Diikaz. Dle predchoziho lemmatu je

m—00

frn(x) = f(xr+h) = lim Z (1 + ﬂ) f(k>eik(x+h)

pro vSechna x, h € R. Tedy

minl = g Y (1+ )

k=—m
2m n
« / eik (z+h) do — 2_7T Z eik (ht2mv/n) | _
0 n v=1
= lim zm: gL f(k)
m—00 P m+1
2m n
% [/ eik (z+h) dr — 2_7T Z eik heik 2mv/n
0 n v=1

Pro k = 0 je fo% e*@+th) dx = 27, v ostatnich pifpadech 0. Dale pro ta k,
ktera nejsou nasobkem n, je %23:1 ek2mv/n — (. v ostatnich piipadech 1.
Suma pres k mé tedy nenulové sc¢itance jen pro k£ = jn, 0 # j € N a plati

(5).
O

Nyni jiz miizeme pristoupit k hlavnimu vysledku, tykajiciho se trigono-
metrickych polynomii.

Véta 2.1.5. Necht f € Co,(R). Pak f € . tehdy a jen tedy, pokud R,[fn] =
0 pro vSechnan >k a |h| < 7/n.
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Dikaz. Prvni implikace: pokud f € , pak f, € J; pro vSechna h € R
a tedy R,[fn] = 0 pro vSechna n > k, viz Lemma 2.1.1.

Druhd implikace: predpokladejme, ze R,[fn] = 0 pro vSechna n > k

a |h| < /2. Pak pro dané € > 0 a n > k existuje dle Lemmatu 2.1.4 né&jaké
mo € N takové, ze

- |jTL| £ ijnh
2 | Z (1 — m——}—l f(jn)ej <€
l71<Lm/n]
pro vSechna m > myg a |h| < w/2. Tedy pro trigonometricky polynom
- ljn| PN i
t(0) = — A i
®=2n 3 (1= fne ()
lj1<m/n]

plati [t(0)| < € pro vichna 6 € R, pokud m > my. Predevsim tedy

o (1 - )f(j:n)

m—+1

<€ pro m > mg, n > k,

z ¢ehoz plyne f € . [
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2.2 Funkce z ngr,d

Definice. Ozna¢me BZ_, mnozinu vsech 2m-periodickych funkei f, holo-
morfnich v

S ={2€C: |3z <d},
které spliuji

2 1/2
|uwzam(ii/ V@+wW¢Q < +oo. )
0

lyl<d \ 27

Dale ozna¢me [? Hilberttiv prostor posloupnosti (a,,) spliiujicich

Z|an\2 < 00.

neN

neN?

Lemma 2.2.1. Funkce f € Cor(R) je restrikci do R néjaké funkce patiici
do B%md tehdy a jen tehdy, pokud f(n) = a,e™™9 kde (Gtn)pen € 12,

Diikaz. Nejprve necht f € Bgmd. Pak definujme

1 2m )
an(y) == %/ f(z +iy)e " dz pro n € Z.
0

Kdy?7 zintegrujeme funkci f(z)e ™* podél obdélniku s vrcholy 0, 27, iy
a 2m + iy, kde |y| < d a ny < 0, dostaneme 0 (Cauchyova véta), z ¢ehoz
plyne, ze

I :
fW==%Af@WWM
1 27

= o [ [flrtiye ™ dr = e (y),
21 Jo
nebot hodnoty integraltt podél svislych piimek se navzajem vynuluji (jako
dusledek predpokladané 2m-periodicity). Pouzijme nyni (7) a Besselovu ne-
rovnost:

Do )Pem = an(y)P < (If)1° pro y € (—d. d).

ne”Z ne”L
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Tedy, volbou a, := f(n)e!"4, dostavéame

> lanPe MWD < 1P pro y € (—d. d),

ne”L

coz implikuje ", |an|* < || f]|%.

Nyni naopak necht f(n) = a,e”"? kde (ain)nen € [?. Pak funkce f
mé absolutné konvergentni Fourierovu fadu a lze ji rozsirit do S; holomorfni
funkeci

x +Zy Z f zn m+zy

ktera spliuje Parsevalovu rovnost:
LT |f (@ +iy)* dz = i [f(m)e™? < i |y e 21D
2m 0 n=-—00 B n=-—o00 '
pro véechna y € (—d,d). Tedy ||f|| <ocoa f e B3, . O

Véta 2.2.2. Necht f € Cor(R). Pak nasledugici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) [ je restrikci do R néjaké funkce patrici do B,

(ii) |Ru[fn]] < bne™™ pro vschnan € N a |h| < 7/n, kde d je kladné a
(bn)pen € 1.

Diikaz. Nejprve necht f € BZﬂd Dle Lemmatu 2.2.1 je f = ane "9,
(@n)nen € 2. Tedy s pomoci Lemmatu 2.1.4 dostdvame pro viechnan € N a

h € R: )
|Rulful] < ZWZ |ajn)e ™!t =: be .

JEZ

Chceme ukézat, ze b, € [?. Je

by =213 Jajale 1D 2”2 o031V 2g=nd(s1=1)/2]

JEZL JEZ



2.2 Funkce z B} _, 12

dle Cauchy-Schwarzovy nerovnosti plati

’bn|2 S 47T2 Z |ajn|2€_nd(|j|_1) Z e_nd(|j|_1)] S

LjEZ 1 Ljez
e L |
< 4x? |3 fagf2e 1D 2Z(€d)ng] .
jez 1l =
8 o o
< T D e Y,
JEZL

kde soucet Z;’;O(e_d)”j jsme odhadli souctem celé fady ——=, a tedy pro
vSechna N € N:

N 871'2 * |m|—1
DN D S
n=1 MEZ v=0

82 -
= 1 d)2 > lanl®,
( ) MEZ

tedy (i) implikuje (ii).

Predpokladejme nyni naopak, Ze (ii) plati. Nechf n je libovolné pevné
zvolené prirozené cislo; dle Lemmatu 2.1.4 existuje my € N takové, ze pro
vsechna m > my plati

- |jn| a iinh 1 —nd
2 1 sy n < _ n .
T Z ( o f(in)e < |(b,+ e

ljl<[m/n]

Pravéa strana nerovnosti tak omezuje koeficienty trigonometrického polynomu
n ~
2 |1 — +n
( m + 1) J(En)

(6); predevsim
1
< (bn + —> e~
n
pro vSechna m > my, tedy

el < 5 (b3 ) e,

n
S pomoci Lemmatu 2.2.1 konecné dostavame, ze f je restrikci do R néjaké
funkce z B%m - O]
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2.3 Sobolevovy prostory

Definice. Ozna¢me W}, (Soboleviiv) prostor funkei f : R — C s periodou
2, pro které existuje f*~1) a je absolutné spojita a f*) € L2(0,2n) .

Véta 2.3.1. Necht f € Cor(R). Pak nasledugici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) f € W}, pro néjaké prirozené k > 2 |
(i) |Ru[fn]| < bun™ pro vsechnan € N a |h| < w/n , kde (by), oy € 1?
Diikaz. Dle [4, Véta 4.1.10] je tvrzeni (i) ekvivalentni tvrzeni
(i*) f(n) = (in)*e, pro viechna n € Z, kde (C1p)nen € 12.
Tedy dle Lemmatu 2.1.4 je
fh|<27TZ’jn‘ = b *

k
= linl

pro viechnan € Na h € R. Prok > 2 a M, := > j € Nj~* dostaneme
z Cauchy-Schwarzovy nerovnosti

[bal* < 87> 1| *le;ul* pron € N.

JEZ
Tedy
N * m
D (bl < 8TME > ew? > i TF < 8T ew
n=1 meZ J=1 mEZ

a z toho plyne (ii).
Nyni necht (ii) plati. Ke kazdému n € N existuje dle Lemmatu 2.1.4
néjaké my € N takové, ze

* . ) iin 1 -
oy (1—m—+1)f( n)e hg(bn—i—ﬁ)nk

ljl<[m/n]

pro vSechna m > my a |h| < 7/2. Uvazime-li opét, stejné jako v dikazu
Véty 2.2.2, polynom (6), dospé&jeme k platnosti (i*), coz implikuje platnost
(i). O
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2.4 Odhady zalozené na radu a typu

V této ¢asti budou odvozeny nékteré odhady zbytku lichobéznikového pravi-
dla, zavisejici na fadu a typu funkce. Téchto nerovnosti lze prakticky vyuzit,
jak je v zavéru casti ukazano.

Funkce, které jsou holomorfni v celé komplexni roviné, nazyvame celistvé.
Celistvé funkce byva ve zvyku charakterizovat pomoci jejich fadu a typu;
definujeme je (stejné jako v [5]) nasledujicim zptsobem. Oznacme

M;(r) = max |f(2)].

|2|=r

Pak oo log 1
oglo
p = limsup 0808 W) s(r)
r—00 log r
nazyvame fddem funkce f. Pro funkci fadu p € (0,00) definujeme jeji typ
jako
log M
T := limsup 08 BAT) () .
r—00 rf
Pro nékteré nasledujici odhady je uzitecné definovat také s-rad a s-typ.
Predpokladejme, ze celistva funkce f je omezend v pasu [Sz| <7
pro 0 < n < co. Oznacme

My(n) = sup | f(z +iy)|.

lyl<n
Pak
ps := limsup M
n—00 n
nazyvame s-fadem funkce f. Pro funkci s-fadu ps € (0,00) definujeme jeji

s-typ jako
log .4
T, := limsup Og—f(n) .
n—00 e'ps
Funkce fadu p < 1 a funkce fadu p = 1 typu 1" < oo tvoti tiidu celistvych

funkci exponencialniho typu.
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Piiklady. Funkce f; := € nabyva hodnoty My, (r) na realné ose. Je tedy

log(3
plfil = lin sup Of);:) =1,
3
T(fi] = limsup—T:3
r—oo T
a f1 je fadu 1 typu 3.
Funkee f, := e splituje
21
plfo] = limsup o8r) _ 2,
rooo  lOgT
2
T(f;) = limsup— =1
r—oo I

a je radu 2 typu 1.
Funkce f3 := e?5"% roste po imaginarni ose rychleji nez libovolna moc-
nina exponencialy; je proto

r— 00
a f3 je fadu oo. Zajimaveéjsi je v tomto ptipadé s-fad a s-typ: plati

fg(l’ + Zy) _ e2sinac _ 62(sin;tcoshy—icosacsinhy)

9

tedy | | |
%fs (7]) = sup ’eQ(smmcoshyf'Lcosxsmhy)‘ — eQCoshn )
lyl<n
Z toho plyne, ze
1 n -1
pslfs] = limsupM —1,
7—00
n -n
Tifs] = limsupi =1

a f3 je s-fadu 1 s-typu 1.
Nakonec m&jme f; := ¢, Tato funkce je opét Fadu oo; tentokrdt
’%f4 (77) = sup e(COSfECOShy*iSingcsinhy)2 _ €C°Sh277,

ly|<n
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a tedy
2 log (&
ol = timsup 2B o
7—00 Ui
, ((e"+eM/2)2 1
Ts[f4] = hin_ilip o2n = 5

a fy je s-tadu 2 s-typu 1/2.

Ozna¢me Ch.(R) jako mnozinu vSech spojitych 27-periodickych funkei
J : R — R. Pro Fourierovy koeficienty funkci z Cor(R) plati f(—n) = f(n)
pro n € N. Fourierova fada > - _ f(n)e™* pak definuje celistvou funkei
tehdy a jen tehdy, pokud

lim | f(n)[V" = 0. (8)

n—oo

RA4d i typ celistvé funkce jsou jednozna¢né uréeny hodnotami f (n),n € N.
Pro nasledujici odhady definujme jesté

Ry [f]:= sup |Ru[full.

|h|<7/n
Lemma 2.4.1 (viz [7], Lemma III). Rada
f(z)= Y ane™ (a_, =0y, n€N) (9)
definuje celistvou funkci konecného radu p > 1 tehdy a jen tehdy, pokud

. logn p—1
im sup — =
n—ooo loglog |a,| p

Diikaz. Nejprve predpokladejme, ze f(x) je celistva funkce fadu p. Pak pro
dané ¢ > 0 a dostatecné velké |z| plati

[f(@)] < e (10)

Hodnotu a,, miZeme (periodi¢nost, Cauchytiv vzorec) pocitat takto:
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1 2w —1r )
@ = o | f(x)e™™™* dx

L[ in(t—ir)

= — F(t —ir)e ™) q¢
o ), ( )
1 21 )

= 2—6’"’" f(t —ir)e ™ dt,
™ 0

|an‘ S e(r+7r)P+57nT 7 (11)

vyuzivame (10). Pro dané n ted zvolime r tak, abychom minimalizovali
pravou stranu (11). Vypoctem dospéjeme k tomu, ze

) logn p—1
lim sup <
nooo loglog |a,|~t p
Naopak, predpokladejme, ze
logn

lim sup =k>0.

nooo loglog |a,|™1
Pak pro dané ¢ > 0 existuje ng € N tak, zZe pro vsechna n > ng plati

|an6inz| < e—nk+5+n\r| '

Z toho dostavame, ze

tedy Lemma 2.4.1 plati. O

Véta 2.4.2. Funkce f € Cor(R) je restrikei do R celistvé funkce fadu p > 1
tehdy a jen tehdy, pokud

\ lim s logn p—1
:= lim sup = )
n—oo l0glog(Ry[f])~ P

Diikaz. Nejprve necht f je celistva funkce fadu p > 1. Této funkci piislusi
Fourierova rada

f(z)= Z a,e™ kde a_, =a,, n € N.

n=—oo



2.4 Odhady zaloZené na radu a typu 18

Pro dané € > 0 plyne z Lemmatu 2.4.1, ze
|a,| < exp (—|n|”/*"1H€)) pro n > ny.

Jestlize nyni pouzijeme Lemma 2.1.4, dostaneme
Rif) <dn > Jagel < dn > exp (—(jn)/ 140
Jj=1 j=1

Pro dostatecné velkd n mtzeme soucet odhadnout dvojnasobkem jeho prv-
niho ¢lenu:
R;[Lﬂ < 8mexp (—np/(f’*1+p£)) .

Upravujme dale tuto nerovnost:

Ri[f] < 8mexp (—np/(P*1+ps))
log (RZ[f])*l > ppllo=14pe) _ log(87)
log, (log R;[f]"' +C) > P
os, (log i1 +C) = L

logn p—1
log (log R:[f]1 + C)

tedy

. logn p—1
A := lim sup <
n—oo loglog(RE[f])71) =

Naopak, nechf A je definovano jako v (12). Pak pro ¢ > 0 mizeme odhadnout

(12)

R [f] < exp (—n"/9)) pro n > ny.

Z Lemmatu 2.1.4 nyni pro kazdé n > ng existuje mg € N takové, Ze pro
v8echna m > myg a |h| < 7/n plati

m ) (1‘m—+1 ajne ™| < exp (—n!/19)

ljl<[m/n]

Uvazme opét polynom (6), omezeny hodnotou exp (—nl/ (A+9)). Pro koefici-
ent prislusny ke ¢lenu j = 1 mame

zw(1—L)an
m—+1

< exp (_nl/(A+a)) ’
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z tohoto dostavame

i logn
imsup ————
n—><>op loglog |a, [~ —

Dle Lemmatu 2.4.1 ma tedy f rozsiteni do celistvé funkce fadu p, kde
— <. (13)

Z nerovnosti (12) a (13) plyne platnost Véty 2.4.2. O

Dusledek (prakticky). Pokud f € Cor(R) mé ¥4d p > 1, pak pro dané e > 0
existuje ng € N tak, ze pro vsechna n > ng plati

|Ru[f]] < exp (—nP/(prsp)) '

Lemma 2.4.3. Necht f, definovdna v (9), je celistvd funkce tddu p > 1. Pak
f je typu T tehdy a jen tehdy, pokud

p 1 p—1
06 :=limsup n P =T.
n—oo \ P log |a, |

Diikaz. Definujme nejprve pomocnou funkci

:: %—l—ianz

n=1

Proy > 0 je

Me(y) < max

+ Z— —in(z+iy) + _|_ Z ay ezn(:erzy

—n<ax<lm
< Mg<ey>+Mg<1>, (14
dale pak
2 2 @ - — —in(x—Hy in(x+iy)
My(Vy? +72) > _max |- +z:1ane —|—Zan

My(e") — My(1). (15)

v
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Nahradime-li eV za r, vidime z (14) a (15), ze ¥ad i typ funkce f mtzeme
zjistit pomoci M, (r) takto:

loglog M log log M,
p = limsup w = lim sup M
y—0o0 logy r—o0 log log r
log M loo M
T = lim sup Og—f(y) — lim sup 0og g(?”)
Yy—oo yP r—00 (lOg T)p

Dle [6, Véta 2] je
log M, 1 1 \"!
lim sup Og—g(T) — hmsup . np . (p—) ’

rooo (logr)Paaet pf log |an| ™

tedy Lemma 2.4.3 plati. [

Véta 2.4.4. Funkce f € Cor(R) je restrikci do R celistvé funkce vddu oo >
p>1 atypu T tehdy a jen tehdy, pokud

= lim n ' —,0—1 "~
1= tmsp (p> (logm:;m)—l) |

Dikaz. Dtkaz Véty 2.4.4 je stejny jako dikaz Véty 2.4.2, jen misto Lemmatu
2.4.1 pouzijeme Lemma 2.4.3. O

Diisledek (prakticky). Pokud f € Cor(R) ma i4d oo > p > 1 a typ T, pak
pro dané ¢ > 0 existuje ng € N tak, ze pro vSechna n > ny plati

Rulf] < exp (a7 L2 8 (o ) 0D )

Lemma 2.4.5 (viz [5], Véta 2.2.2,s. 9). Necht f, definovdna v (9), je celistva
funkce s-rddu ps tehdy a jen tehdy, pokud

) nlogn
ps = limsup ————.
n—oo 10g[a,| ™t
Véta 2.4.6. Funkce f € Oy (R) je restrikei do R celistvé funkce konecného
s-rddu co > pg > 0 tehdy a jen tehdy, pokud

= lim sup _NOBR log
P = N log (R
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Dikaz. Dtkaz Véty 2.4.6 je stejny jako dikaz Véty 2.4.2, jen misto Lemmatu
2.4.1 pouzijeme Lemma 2.4.5. [

Dusledek (prakticky). Pokud f € Cor(R) mé s-¥ad ps, pak pro dané € > 0
existuje ng € N tak, ze pro vsechna n > ny plati

| Ralf]] < n7r/(eee),

Lemma 2.4.7 (viz [5], Véta 2.2.10, s. 11). Necht f, definovdina v (9), je
celistva funkce s-radu oo > ps > 0 a s-typu Ty tehdy a jen tehdy, pokud

epsTs = lim sup n|an|ps/n.

n—oo

Véta 2.4.8. Funkce f € Cor(R) je restrikci do R celistvé funkce s-rddu
00 > ps > 0 a s-typu T tehdy a jen tehdy, pokud

ep,T, = limsup n(R;[f])*/".

n—oo

Diikaz. Dtkaz Véty 2.4.8 je stejny jako ditkaz Véty 2.4.2, jen misto Lemmatu
2.4.1 pouzijeme Lemma 2.4.7. [

Dusledek (prakticky). Pokud f € Cy,(R) méa s-fdd oo > p, > 0 a s-typ T,
pak pro dané € > 0 existuje ng € N tak, ze pro vsechna n > ny plati

epsTy +e\""
. .

R [f]] < (
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Priklad. Uvazme funkci f3, definovanou vyse. Jeji restrikce do R patii do
Cor(R). S pouzitim vyse uvedenych vét dostavame tyto odhady:
01

Véta 2.4.2) - |R,[f3]] < exp (—n(1/0F))

nelze aplikovat, protoze p[fs] = oo

03 (Véta 2.4.6) - |R,[fs]| < n/0+9)

(

02 (Véta 2.4.4
(
( IR [f5]] < (£22)"

)_
)_
)_
)_

04 (Véta 2.4.8

Presna hodnota integralu fo% f3(z) dx je 14.323056878101..., Tabulka 1
ukazuje hodnoty spocitané lichobéznikovym pravidlem pron = 2,...,15 a
jejich odchylku od pfesného feseni.

n 2y s (32R) | Ryl f5]]

2 6.28318530718 8.04E-00
3 14.3029485349 2.01E-02
4 14.9608789981 6.38E-01
5 14.3230530869 3.79E-06
6 14.3029485349 2.01E-02
7 14.3230568779 1.54E-10
8 14.3234049586 3.48E-04
9 14.3230568781 2.07E-15
10 14.3230530869 3.79E-06
11 14.3230568781 1.17E-20
12 14.3230569064 2.83E-08
13 14.3230568781 3.23E-26
14 14.3230568779 1.54E-10
15 14.3230568781 4.89E-32

Tabulka 1: Lichobéznikové pravidlo pro f3

V Tabulce 2 je vidét jednotlivé odhady chyb. Tyto vysledky jsou spoci-
tany pro ¢ = 0.5. Odhady O3 a O4 jsou vyrazné presnéjsi, nez odhad O1.
Hodnoty jsou téz vykresleny na Obrazku 2; ¢erna ¢ara predstavuje skute¢nou
chybu, ¢ervena, modra a zelené jsou odhady O1, O3 a OA4.
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Obrazek 2: Odhady chyb pro f3, e = 0.5
n |R.[f3]] 01 03 04
2 8.04E-00 0.20445 3.9685E-01 2.5893E-00
3 2.01E-02 0.12492 1.1111E-01 1.2346E-00
4 6.38E-01 0.08047 2.4803E-02 4.1904E-01
5 3.79E-06 0.05372 4.6784E-03 1.1048E-01
6 2.01E-02 0.03681 7.7161E-04 2.3814E-02
7 1.54E-10 0.02575 1.1382E-04 4.3419E-03
8 3.48E-04 0.01832 1.5259E-05 6.8592E-04
9 2.07E-15 0.01321 1.8817E-06 9.5595E-05
10 3.79E-06 0.00964 2.1544FE-07 1.1919E-05
11 1.17E-20 0.00711 2.3074E-08 1.3445E-03
12 2.83E-08 0.00529 2.3256E-09 1.3846E-07
13 3.23E-26 0.00397 2.2173E-10 1.3117E-08
14 1.54E-10 0.00300 2.0082E-11 1.1507E-09
15 4.89E-32 0.00228 1.7342E-12 9.3971E-11

Tabulka 2: Odhady chyb pro f3, c =0.5



2.4 Odhady zaloZené na radu a typu 24

n %2221 f4 (2_7771) ’Rn[f4]|

2 17.0794684453 6.06E-00
3 11.0716692366 5.48E-02
4 11.6813268763 6.64E-01
5) 11.0170299191 1.70E-04
6 11.0716692366 5.48E-02
7 11.0168598006 2.53E-07
8 11.0202740700 3.41E-03
9 11.0168595480 2.19E-10
10 11.0170299191 1.70E-04
11 11.0168595478 1.24E-13
12 11.0168666360 7.09E-06
13 11.0168595478 3.55E-15
14 11.0168598006 2.53E-07
15 11.0168595478 1.78E-15

Tabulka 3: lichobéznikové pravidlo pro f4
Priklad. Nyni uvazme funkei fy, téZ definovanou vyse. Jeji restrikce do R
patii do Ca,(R). Opét mame tyto odhady:
O1 (Véta 2.4.2) - |R,[f3]| < exp (—n(/(1+e)
03 (Véta 2.4.6) - |R,[f3]] < n7/2*+9)
O4 (Véta 2.4.8) - R, [fs]] < (£=)"

Pfesnd hodnota integralu fozw fa(z) dx je 11.016859547772..., Tabulka 3
ukazuje hodnoty spocitané lichobéznikovym pravidlem pro n = 2...15 a
jejich odchylku od pfesného feseni.

Tabulka 4 opét zobrazuje odhady chyb, viz Obrazek 3. Pouzito bylo
e = 0.5.
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Obrazek 3: Odhady chyb pro f4, e = 0.5
n | Ry [ f4]] 01 03 04
2 6.06E-00 0.20446 5.7435E-01 1.6091E-00
3 5.48E-02 0.12492 2.6758E-01 1.1111E-00
4 6.64E-01 0.08047 1.0882E-01 6.4733E-01
5 1.70E-04 0.05372 4.0000E-02 3.3238E-01
6 5.48E-02 0.03681 1.3566E-02 1.5432E-01
7 2.53E-07 0.02575 4.3026E-03 6.5893E-02
8 3.41E-03 0.01832 1.2886E-03 2.6190E-02
9 2.19E-10 0.01321 3.6705E-04 9.7773E-03
10 1.70E-04 0.00964 1.0000E-04 3.4524E-03
11 1.24E-13 0.00711 2.6174E-05 1.1595E-03
12 7.09E-06 0.00529 6.6059E-06 3.7210E-04
13 3.55E-15 0.00397 1.6125E-06 1.1453E-04
14 2.53E-07 0.00300 3.8167TE-07 3.3921E-05
15 1.78E-15 0.00228 8.7792E-08 9.6939E-06

Tabulka 4: odhady chyb pro f4, € = 0.5
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3 Formule pro funkce exponencialniho typu

3.1 Integrace po kladné poloose

Vyjdéme z nésledujiciho vysledku ([20]): pokud f je celistva funkce expone-
cialniho typu méné nez 27 a f je integrovatelna na R, pak

| swar= 3 s, (16)
Priklad. Predpoklad na omezeni typu funkce nelze zanedbat. Mé&jme

sin(iﬂz) pro z 7& O,
2T pro z =0.

f(z) =

f je fadu 1 typu 27; dale

/Oof(x)dx -

—00

> fn) = or.

n=—oo

Vznika otazka, existuje-li podobna formule i pro integraci pouze pfes
kladnou poloosu. Pro sudé funkce je (16) ekvivalentni s formuli

|| e = g0+ 3 g0,

je tedy na misté zkoumat vztah mezi [~ f(z) dz a 3f(0) + o7, f(n).
Abel-Planova formule (viz [9]) dava

[ @ = 5r0 3 g i [T )

e27ry _

za predpokladu, ze

1. lim, o | f(z £ iy)|e ?™ = 0 pro vSecha ,
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2. J37 | f (@ £ iy)|e ™ dy existuje pro vecha z > 0 a déle

[e.e]

lim |f(z £iy)le ™™ dy = 0.

r—00 0

Vzorec (17) vyjadiuje rozdil

/f d:c—(— +Zf )

pomoci integralu obsahujicitho hodnoty f na imaginarni ose. V této cCasti
prace bude odvozen jiny odhad F, ktery je vyhodnéjsi z numerického hle-
diska.

V nasledujicich lemmatech a vétach oznaceni B; urcuje j-té Bernoulliho
¢islo, déle ((x) := Y " n~* zna¢i Riemannovu zeta funkei.

Lemma 3.1.1 ([11, Véta 7]). Necht fje holomorfni funkce exponencidlniho
typu méné nez 2mw v pasu {z € C: =0 < Rz < N + 6}, kde d >0 a N € N.
Pak

| @ ar = S0+ o+ Y s

kde

Li(2) = (—1)ki ‘ k €N\ {1},Rz >0. (19)

Diikaz. Technicky dikaz tohoto Lemmatu, formulovaného jako [11, Véta
7], tvofi vétsinu z témét tficetistrankového ¢lanku [11]. V tomto pfipadé
se ovSem jednd jen o jednodussi verzi, totiz (pii zachovani znaceni z [11])
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a=0,b=N,m =0, tedy h = 1. Diikaz pak - velmi zhruba - postupuje
nésledovné: Chceme dokazat, ze v [11, Véta 3| je

Ropan|f] =i /O h Lo g1 () (f**(N +it) — f2*(N — it)
— [P (it) + [P (=it)), (20)

kde Lok, splyva s Ly, definovanym v (19). Pocitame tedy Ey[0, N, f],
definované na strané 246, pomoci [11, Véta 1]:

k
BO.N, ] = D (P (V) = S470(0) (21)
N
+ i [ (ar(u —T) f2*(u — iT) + Wop(—u — iT) 2 (u + 4T)) du
T
+ / Dop(—it)(fF(N +it) — RN —it) — f2*(it) + f2*(—it)) dt,
0
kde
© 6—27T’iVZ
@y (2) =" ;(—1)1/ (2m0)k
p(z) = it ; ?27w)"3 :

Pro T' — oo druhy integral v (21) konverguje k pravé strané (20), navic

lim i/N(\p%(u —4T) 2% (u —iT) + Wop(—u — iT) 2 (u +4T)) du =
0

T—o0
1)+ S = 2mivu 2k - dmivu 2k :
—Tlgrgo Zl 27w2k/ [ (u—iT) — =™ {2 (u +4T)) du =

=0,

tedy (20) plati. O
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Lemma 3.1.2. Necht f je celistvd funkce exponencidlniho typu 7. Pak pro
dané zy € C a € > 0 existuje ng € N tak, Ze pro vsechna n > ny je

[f™ (20)] < (7 +e)".
Diikaz. Tento vysledek plyne z (2.2.1) v [5]. O

Lemma 3.1.3. Necht f je celistva funkce exponencidlniho typu T < 27 a
fo ) dx existuje. Pak

lim fY9(z) =0 pro vsechna j > 0.

Tr—00
Navic jesté

lim Li(t)f®(N £ it) dt =0.

N—oo 0

Diikaz. Nejprve nahlédneme ([5, Véta 2.4.1]), ze vSechny derivace f jsou
exponenciélniho typu 7. Déle dle (][5, Véta 11.3.4%*]) plati, Ze pokud existuje
I f(z) dx, pak

lim f9(z) = 0 pro viechna j >0,

T— 00

a tedy f*)(x) je omezena na [0, +00). Jsou tedy splnény piedpoklady
[5, Véta 6.2.3] a je

|f(k)(ilj')’ < Ce™+T/2lyl pro z € [0,+0),y € R, C > 0.

Tedy dle definice (19) je pro y > 0

00 —2m/t
/ Li(t) f® (N +it) dt‘ < emHT/2t qt
y 27r1/
e—27rut+7rt+7't/2
< C / T T
y Z )i

)

C C(k) 6—(7r—7'/2)y
2m)km —7/2 '




3.1 Integrace po kladné poloose 30

Tento ¢len se pro y — +oo blizi nule. Aplikujme jesté [5, Véta 6.2.8] -
dostavame, ze
lim f®)(z4iy) =0

n—-+o0o

pro vSechna y > 0. Tedy plati zbyvajici rovnost

Yy
lim [ Ly (t) FE(N +it) dt =0
— 00 0

pro vSechna y > 0. O]

Lemma 3.1.4. Necht | je celistvd funkce exponencidlniho typu T < 2w. Pak

oo

lim L) f®(t) dt =0.

k—o0 0

Dikaz. Oznacme si integraly, jejichz limitu zkouméame, jako posloupnost
{Ic}, I := [7° Li(t) f™(t) dt. Vidime, ze I, existuje pro viechna k > 2,
protoze viechny f*) jsou exponencialniho typu méné nez 27. Vsimneme si
jesteé, ze plati

0
—Li(t) = Ly_1(1) .
5y Lr(t) = Li-a(t)

Nyni mtzeme integrovat per partes:

o= [ Ldnfen a

0

— L0 - [ T L ()£ at

0

= L1 (0)f(0) = iy,
tedy pro vSechna k > 2 plati

k—1
L= (=1L (0)f9(0) + (~1)*I .
=2
Pro platnost Lemmatu 3.1.4 tak staci ukazat, ze

e}

=Y (<17 Ly (0)£9(0).

=2
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K tomuto dosp&jeme takto: I, = limp .. fOT Ly(t) fA)(t) dt, piicemz uva-
Zime, Ze

f(2) (t) = f: f(nJ:!) (O>tn ‘
Tedy .
/T La(t) f@(t) dt = i <w /T Ly(t)t" dt) (T'>0). (22

n=0

Budeme opét integrovat po Castech:

T 00 o)
/ L) dt = —n / Ly()" dt = n(n — 1) / La()"=2 dt
0 0 0
= ...=(=1)""n!L,(0), (23)
déle

(=1)"' L1 (0) = Z (27r;)”+3 B (273”*3((” T = % |

(24)

Jj=1

Z odhadu (23) a (24) tak dostavame

4 (n+2)
/O Lo(t)t" dt‘ < |f"D(0)L,.5(0)] < ‘f(%)ngg)! CZ(i)

£

n!

(25)

pro vSechna 7' > 0. Dle Lemmatu 3.1.2 pro n — oo prava strana (25)
konverguje k nule, a soucet v (22) ma konvergentni majorantu nezavislou na
T. Dostavame tedy

L= [ Lo
0

= 3 (1) L (0) 77 2(0)

n=0

takze

coz jsme méeli dokazat. O]
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Veta 3.1.5. Necht [ je celistva funkce exponencidlniho typu 7 < 27 a
fo ) dx existuje. Pak

/Ooo f(z) dv = %f(O) +> f(n)+ 2_: f<2j—1>(0)% .

Diikaz. Vyjdéme z Lemmatu 3.1.1. Z (18) a Lemmatu 3.1.3 plyne, Ze pro
N — o0 je

oo 2] 1 B2j
| 1@ - +Zf Z O
(- 1)t / " Lo (0)(F2R(it) — P (—it)) dt. (26)

Funkce f(z), f(i-z) i f(—i-x) jsou exponencialniho typu méné nez 27, tedy
dle Lemmatu 3.1.4 je

lim Zf@ﬂ 00) iy =i [ L) — £ it) =

k—oo

Véta 3.1.6. Necht plati predpoklady Véty 3.1.5 a navic f je omezend na
realné ose konstantou M. Pak pro vsechna k > 2 plati

00 00 k—1 A
f| ) de =550+ 3 s + >/ 0) o+ Al

kde

Hr[f] <

2M((2k) = < T >2k . (27)

(1—(r/2m)2)r \2r
Diikaz. Dle Véty 3.1.5 je

Zf% 1 BQ; .
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Uvazme nyni Bernsteinovu nerovnost ([5, Véta 11.1.2]), kterd fika, Ze pro
celistvou funkci exponencialniho typu 7, omezenou na realné ose konstan-
tou M, plati |f'(z)] < Mr. Kdyz tuto nerovnost opakované aplikujeme,
dostaneme

[FEY(0)] < Mt (28)
Vyuzijme jesté nasledujici Eulerovy identity pro Bernoulliho ¢isla ([12], [13]):

(=1)7*2(2))!

B2j = (27_‘_)2]' C<2j)
Je tedy celkem
—1)712(25)! ¢(24) _
[ Z[f]] < ]ZkM ! emZ  (25) (29)
B = ) i 2MC(2k) T\
- Z P ()
tedy (27) plati. O

Poznamka. Predpoklad, omezujici typ funkce f, lze zeslabit. Pokud je totiz
f exponencialniho typu 7, pak f(h-x) je téz celistva funkce exponencialniho
typu mensiho nez 27 pro vSechna h € (0,27 /7). Déle je

/fdx—/fhx,

vidime tedy, ze mizeme vzit funkci libovolného exponencialniho typu, a od-
had formulovat pro f(h - z).

Poznamka. Zeslabit Ize dokonce i predpoklad na omezenost funkce f ve
Vété 3.1.6. Jak je vidét z dikazu, tento fakt je nutny v nerovnosti (28),
nicméné v (29) potiebujeme odhadnout jen liché derivace f. Staci tedy
predpokladat, ze |f1)(0)| < M7/ pro j = 3,5,7,. ...
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3.2 Piiklady

Jak bylo zminéno v prvni z predchozich poznamek, je vyhodné vyuzit trans-
formované funkce f(h-z) dokonce i v pfipadech, kdy f spliiuje predpoklady
Véty 3.1.6. V takovém pripadé pak dostavame nasledujici odhad:

/Ooof(x) dr — h/oof(h-x) do (30)

_ —+hZf (hn) +Zh2”f2’ ) 2; + Zi(h)Lf]

kde

7 (R)1]] < 7(12—]\4(2(72/2)2) (Z_;)

Priklad. Uvazme funkci f;, definovanou takto:

cos(mz)
file) = { SR poas -

m prorz = —

NI= N[

Tato funkce nabyva na realné ose maxima 7 a je exponencialniho typu 7.
Miizeme tedy ptrimo aplikovat Vétu 3.1.6. Namisto toho vsak vyuzijme tvaru

(30) tak, Ze zvolime
1
h=— meN.
gm * "
Pro m = 0 pak nastava ptvodni pfipad nezménéné funkce f;. V tomto
ptipadé tedy (30) vypadé takto:

&0 cos (mn27™)
de = 27 42™™

+ 22 2mi (2510 )( 2; + B2 1]

- Zz o 0) S+ (2 A,
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kde
20(2k) 1

— 4=m~=1 gk(m+1)

(Ze(27™) [ 1]l < ]

1 2 3 4

3
/
o

5

1.10E-00 | 1.80E-01 | 4.24E-02 | 1.05E-02
2.19E-01 | 9.02E-03 | 5.30E-04 | 3.27E-05
5.22E-02 | 5.37TE-04 | 7.88E-06 | 1.22E-07
1.29E-02 | 3.32E-05 | 1.22E-07 | 4.69E-10
3.22E-03 | 2.07E-06 | 1.90E-09 | 1.83E-12
8.03E-04 | 1.29E-07 | 2.96E-11 | 7.14E-15
2.01E-04 | 8.06E-09 | 4.63E-13 | 2.79E-17
5.02E-05 | 5.04E-10 | 7.23E-15 | 1.09E-19
1.25E-05 | 3.15E-11 | 1.13E-16 | 4.25E-22

O 1O Ul W N+~ O

2.61E-03
2.04E-06
1.89E-09
1.83E-12
1.78E-15
1.74E-18
1.70E-21
1.66E-24
1.62E-27

Tabulka 5: Hodnoty Z.(27™)|[f1]

100000 T T T T T T

1e-005

1e-010

1le-015

1e-020 |

1e-025

1e-030 1 1 1 1 1 1
0
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Tabulka 5 ukazuje hodnoty omezujici Z5(27™)[f1]. Ty jsou téz vykresleny
na Obrazku (4) (v logaritmické stupnici). Zbyva vypocitat nekoneény soucet.
K jeho hodnoté se lze dostat takto:

cos(mn2™™)

>

m—1 m—1 m—1
~ n+2 - n—+ 2 — n+2
B i sin(mn2~"™)
n=142m-1 "
- sin(mn2 ")
T sin(7mn2™™
= —(1—-2"") — = Q.
5 )= — Q

n—=

1

Pro pfipad m = 0 nabyva veli¢ina (), hodnoty 5 — 2.

V Tabulce 6 jsou vidét priblizné spoctené hodnoty integralu pro k = 2,3

am=0...8,tj.
I = 27"+ Q +2‘2m3
2m - m 12
2
o —-m —2m <= 9—4m
I3 = 27" 4+ Qpm+2 13 274 (1277 — 96) —— 720 )
m I, I3 m
0 0.237462993461563 0.206302920110074
1 0.202064830064115 0.200117325479647
2 0.200157130576292 0.200035411539762
3 0.200041785483409 0.200034178043626
4 0.200034634407901 0.200034158942914
) 0.200034188361694 0.200034158645132
6 0.200034160497767 0.200034158640482
7 0.200034158756490 0.200034158640409
8 0.200034158647663 0.200034158640408

Tabulka 6: Hodnoty I3, a I3 ,, pro fi
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Priklad. Uvazme nyni funkci
fo(z) :=e " cosz.
Tu mizeme zapsat v exponencialnim tvaru takto:

e—z(14i) | g—a(1—i)

fo(x) = 5

Je patrné, ze f, je exponencialniho typu 7 = v/2. Tato funkce neni na realné
ose omezena, nicméneé i zde lze Vétu 3.1.6 pouzit: snadno nahlédneme, zZe

FAD (1) = 127677 cos(z) + c227e " sin(z)
kde c; a co stiidaveé nabyvaji hodnot £1. Je tedy
(27+1) j 2j 1 2j+1
0)] = 29 = (V2)¥ = —(v/2)%
£ (0)] (v2) \/5( )

a lze vyuzit druhé poznamky o omezenosti lichych derivaci. Tedy pro vy-
pocet je M = 1/v/2,7 = v/2 a za tcelem zobecnéni h = 72~™. Stejné jako
v minulém piikladu, Tabulka 7 ukazuje hodnoty omezujici

%k:(Q_mﬂfQ] < C(Qk) 2—k:(2m+1) .

— 1 —2-(@m+1)
m\k 1 2 3 4 5
0 1.64E-00 | 5.41E-01 | 2.54E-01 | 1.26E-01 | 6.26E-02
1 2.35E-01 | 1.93E-02 | 2.27E-03 | 2.80E-04 | 3.49E-05
2 5.31E-02 | 1.09E-03 | 3.20E-05 | 9.88E-07 | 3.08E-08
3 1.30E-02 | 6.66E-05 | 4.89E-07 | 3.77TE-09 | 2.94E-11
4 3.22E-03 | 4.14E-06 | 7.59E-09 | 1.46E-11 | 2.85E-14
) 8.04E-04 | 2.58E-07 | 1.18E-10 | 5.71E-14 | 2.78E-17
6 2.01E-04 | 1.61E-08 | 1.85bE-12 | 2.23E-16 | 2.71E-20
7 5.02E-05 | 1.01E-09 | 2.89E-14 | 8.71E-19 | 2.65E-23
8 1.25E-05 | 6.30E-11 | 4.52E-16 | 3.40E-21 | 2.59E-26

Tabulka 7: Hodnoty Zx(27™)[fs]
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0.515

0.505

0.5

0.495
1

]2,m

IB,m

00O U W~ O S

0.618192486553401
0.514713001632729
0.501024982607290
0.500065570949587
0.500004121141101
0.500000257927476
0.500000016126022
0.500000001007963
0.500000000062999

0.3476116781256168
0.4978017011059925
0.4999680263243686
0.4999995111819042
0.4999999924056208
0.4999999998815086
0.4999999999981492
0.4999999999999711
0.4999999999999995

Tabulka 8: Hodnoty I, a I3.,, pro fs

Obrazek 5: Hodnoty I, a I3,, pro fo
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Pfesnd hodnota [~ f(x) dz je 3, pro nekoneény soucet v (30) plat

- 1 sinh
hon) = —- —
; fa(h-n) 2 2(cosh —coshh)’

mizeme tedy opét snadno spocitat priblizné hodnoty /5, a I3 ,,, k nahlédnuti
v Tabulce 8 a na Obrazku 5.
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4 Formule zalozena na Turanové vzorci

4.1 Turanuv vzorec

Necht X = (x1,...,2,) je mnozina n riznych bodt na realné ose, dale necht
k je kladné. Pomoci Hermiteovy interpolace mizeme kazdy polynom P(x)
stupné mensiho nez kn vyjadrit ve tvaru

n k-1

P(x) =) > PYx)ly(x), (31)

i=1 j=0

kdel; j(z) (i=1,...,n;j=0,...,k—1) jsou Hermiteovy bazové polynomy
stupné nejvyse kn — 1 a plati

lz(,ﬂjl)(%) = 0ikOjm

Sup i {1 proa=1b

kde

0 jinak
je Kroneckerovo delta. Rovnost (31) miZeme nyni zintegrovat pres interval
[—1;1]. Dostaneme tak tzv. Sakalovovu kvadraturni formuli [15]:

n k—1

/_ 11 P(a) dr =55 PO @)\, (32)

i=1 j=0

kde X
Aw':/ Ljde (1<i<n0<j<k-1).

1
Z (31) plyne, ze tato formule je pfesna pro vSechny polynomy stupné nejvyse
kn — 1. Je otazkou, zda-li pomoci vhodné volby systému X mutzeme docilit
pfesnosti i pro polynomy vyssiho stupné (s ohledem na Gaussovy kvadra-
turu). Odpovéd na tuto otdzku dal Paul Turan [16]:
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Véta (Turan). Pii vyuziti existujiciho znaceni:
(i) Pro sudé k € N neexistuje zadny systém X = (z1,...,x,) takovy, Ze

(32) plati pro vSechny polynomy stupné m < kn,

(ii) Proliché k € N neexistuje praveé jeden systém X* = (z7,. .., x}) takovy,
ze (32) plati pro v8echny polynomy stupné m < (k + 1)n — 1,

(i) Systém X* je charakterizovan nésledujici vlastnosti:

n

Px.(z) = [[(z — «})

i=1
minimalizuje integral
1
L(P) = / 1P(2)[F+ da
-1
pres vSechny polynomy stupné n, jejichz koeficient u nejvyssi mocniny

je roven jedné.

Pripad k£ = 1 pfedstavuje klasickou Gaussovu kvadraturni formuli.
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4.2 Hermiteova interpolace funkci exponencialniho typu

Je znadmo, ze celistva funkce exponencidlniho typu méné nez ko je jedno-
znacné urcena svymi hodnotami a hodnotami svych derivaci az do stupné
k —1 v bodech mnoziny A = {\,},ez ([17, s. 1031] ¢ [18, Véta BJ). Tyto
posloupnosti {\,} jsou dobrymi kandidaty do role systému X v pfipadé Her-
miteovy interpolace funkci exponencialniho typu.

Definice. Nechf k € N a o0 > 0. Oznaéme M*(0) mnozinu vsech rostoucich
realnych posloupnosti A = {\, },ez , majicich tyto vlastnosti:

(i) do=0a \, — oo pron — +oo .
(ii) Pokud celistvd funkce f exponencidlniho typu méné nez ko nabyva,

spolecné se svymi derivacemi az do stupné k — 1, v bodech A, hodnoty

0, pak f =0.

(iii) Pro A € M*(0) existuje celistva funkce ¢, exponencialnfho typu o
takovd, Zze A (R) C R, ¢ (0) =1 a pp(A\,) =0pron € Z .

(iv) / 272 ()" dr < 00 .

o0

Piiklad. Oznac¢me A* := {n%}nez. Je A* € My(0), dale je

sin(ox) .

op(T) == .

Za mnoha okolnosti (viz [17, Véty 3,4,5,6]) lze definovat hermiteovskou
interpolaci:

oo k-1

F2) =D > foaLi(2), (33)

i=—o00 j=0
kde
L™ (M) = G S -

Tato formule plati pro celistvé funkce f exponencidlniho typu méné nez
ko, s dodate¢nymi omezenimi rychlosti ristu na realné ose. Pokud navic
f € L}Y(R), miizeme (33) zintegrovat pres celé R. Dostaneme tak formuli

oo k-1

/_OO fl)yde= 3 > fow,. (34)

i=—o00 j=0
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Ta vsak stale plati pouze pro funkce exponencialniho typu méné nez ko.
S ohledem na Turanovu vétu se muzeme ptat, lze-li toto omezeni zeslabit,

vhodnou volbou posloupnosti A. Pfimou, nicméné nekompletni odpovéd
dava [19]:

Véta. Necht £ je liché pfirozené ¢islo a necht o > 0. Definujme

2

o= 1 (1+5),

j=1 J

dale )
apo :=1,a;5-1 := ?go(j)«)) pro0<j<k-—1.

Pokud f je celistva funkce exponencidlniho typu (k + 1)o a f € L}(R), pak

/Z fla) do =2 i ki (20) Fazuaf (i) - (35)

i=—o0 j=0
7 sudé

Stale vSak zistava otdzka, jestli existuji néjaké posloupnosti (jiné nez A*)
z mnoziny M* (o), pro které formule (34) plati pro vSechny funkce exponen-
cidlniho typu (k + 1)o, patiici do L*(R).

Lemma 4.2.1. Necht k € N a necht f,g jsou dvé funkce definované na R
takove, Ze
f* ()

k
9" (x)
7 GLl(R), ? €L1<R)
Pak pro vsechna prirozend cisla a,b splnujici k = a + b plati

f(x)g"(x)

T2

c L'(R).

Diikaz. Mizeme psat
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Vidime, ze 1 = £ + %, tedy dle Holderovy nerovnosti je

(m> | (M) L [@a) _ f1@)e @)

2%

]

Lemma 4.2.2. Necht k je sudé pfirozené ¢islo a necht a,b € R , b # 0. Pak
(a+b) > a" + ka* .

Dikaz. Pro a = 0 je nerovnost ziejma, stejné tak pro pripad, kdy a i b
maji stejnd znaménka. Pokud a a b maji opac¢nd znaménka a |a| > |b|, pak
nerovnost plyne z Bernoulliho nerovnosti. Ve vsech zbyvajici piipadech je
leva strana nerovnosti kladna, zatimco prava strana nerovnosti zaporna. [

Lemma 4.2.3. Necht k € N je liché a necht A € M*(a) je takovd posloup-
nost, Ze formule (34) plati pro vsechny funkce exponencidalniho typu (k+1)o,
patrici do L*(R). Pokud f je celistvd funkce exponencidlniho typu o takovd,

5e f(0)=0,f'(0) =1 a f# o, pak

/ T e pa(@) de < / T @) de. (36)

—00 —00

Diikaz. Muzeme predpokladat, ze prava strana (36) je konecna, nebot v opac-
ném ptipadé tvrzeni ihned plyne z vlastnosti (iv) mnoziny M* (o).
Nejprve necht f(z) nabyva pro realna x redlnych hodnot. Uvazme funkci

h(z) == f(z) — oa(z).
Funkce h je exponencidlniho typu o, h(z) Z0 a

0 = (0) = 1(0).

Z Lemmatu 4.2.1 plyne, Ze funkce ! a(xif?‘(x) a M@AE@) 1651 do L'(R) pro

2

vSechna 0 < a,b € R takova, ze a + b =k + 1. Tedy

Fla) = (pa(@) +h(@)" o (@) (k+ Dk (@)h(z) (37)

2 2 2
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je celistva funkce exponencidlniho typu (k + 1)o, redlné pro reélné = a F' €
L'(R). Z Lemmatu 4.2.2 plyne, ze F'(z) > 0 (skoro viude) a tedy

/OOF(x)dx>O. (38)

o0

Funkce wﬂi(a;);z(z) je také celistva funkce exponencidlniho typu (k + 1)o.

Muzeme na ni tedy aplikovat formuli (34) s posloupnosti A:

/00 2ok (2)h(z) doz = 0. (39)

Dokazovana nerovnost (36) ted plyne z (37)-(39).

Pokud ma f(z) = Y ", a,z" néjaké komplexni koeficienty, aplikujeme
predeslou avahu prve na

g(z) = Z Ra, "
n=0
a dale vidime, Ze

/ oa(@) do < / 2 g(0)|* de < / (@) de.

(e 9] —0o0 — 00
[l

Lemma 4.2.4. Necht k € N je liché a A € M*(o) je takovd posloupnost, Ze
formule (34) plati pro vsechny funkce exponencidlniho typu (k + 1)o, patrict
do LY(R). Pak funkce oy je jednoznacné urcena, ddle viechny jeji nulové
body lezi v A.

Dikaz. Jednoznacnost ¢, plyne z Lemmatu 4.2.3. Predpokladejme, ze A € R
je nulovy bod ¢y, ktery neni obsazen v A. Pak

A

Pa(2) = ——oal?)

téz splituje podminky (iii) a (iv) z Definice mnoziny M*(s). To je v rozporu
s jednoznacnosti @y . O]

Nyni miizeme pristoupit k hlavnimu vysledku této casti, analogickému
Turanove vété.
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Véta 4.2.5.

(i) Pro sudé k € N neezistuje Zddnd posloupnost A € MF*(a) a Zddné
e > 0 tak, Ze formule (34) plati pro vsechny funkce exponencidlniho
typu ko + e, patrici do L*(R).

(ii) Pro liché k € N je posloupnost A* := {n%}nez jedingm prokem M*(o)
takovym, Ze formule (34) plati pro vSechny funkce exponencidalniho typu
(k+ 1)o, patrici do L*(R).

(11i) Posloupnost A* je charakterizovdana skutecnosti, Ze funkce pp- minima-
lizuge integral

I(f) == /_00 2| f ()P do

o0

pres vSechny celistve funkce f exponencidlniho typu o takové, Ze
f(0)=0, f(0)=1.

Diikaz. Necht k je sudé. Protoze celistva funkce exponencidlniho typu, pa-
t¥ici do L'(R) je omezena na R ([5, Véta 6.7.15]), vidime z vlastnosti (iv)
Definice mnoziny M* (o), Ze celistva funkce

z

je exponencialniho typu ko +¢ a nélezi do L'(R). Déle f(x) > 0 skoro viude
na R. Tedy pro tuto funkei je leva strana formule (34) kladnd, zatimco prava
strana se rovnéa nule. Tim je dokdzéno (i).

Pro liché k£ nyni vime, Ze pro A* formule (34) plati pro vSechny funkce
exponencialniho typu (k + 1)o a @+~ mizeme volit jako % Z Lemmat
4.2.3 a 4.2.4 plyne, Ze pr-(2) = pa(z) pro viechna A € M*(o), pro néz
formule (34) plati pro vSechny funkce exponencidlniho typu (k + 1)o, patiici
do L'(R). Tim je dokdzano (ii).

Tvrzeni (iii) je pfimym dusledkem Lemmatu 4.2.3 a Lemmatu 4.2.4. [
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